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요 약

신경망을 이용한 연속함수의 근사 가능성은 Stone-Weierstrass 정리에 기반하여 다층 피드포워드 신경망이 Universal
approximator된다는 것이 증명되었다. 하지만이산함수의 근사 가능성은 이증명에 의해 보장된다고 할 수없다. 본 논문에서
는먼저 신경망을이용한연속함수의 근사가능성을 보장하는 Universal approximator를 실험적으로확인한다. 다음으로이산
함수의경우에는연속함수와다르게신경망을이용한근사가능성이성립하지않을수있음을구체적인예를통하여입증한다.

Ⅰ. 서 론

신경망은최근 컴퓨터과학, 의학, 음성인식 등여러 분야에서 많이 이용

되고 있으며 많은 사람이 관심을 가지는 주제이다. 신경망은 단층신경망

과 다층신경망으로 구분되며, 다층신경망은 입력층(input layer), 은닉층

(hidden layer), 출력층(output layer)으로 구성된다. 신경망에 관한 많은

연구는순방향 신경망(feedforward neural network) 구조에 따른함수근

사 능력에 관한 세부주제로 초점을 맞추고 있다. 신경망을 이용한 연속함

수의 근사 가능성은 신경망을 이용한 연속함수의 근사 가능성은

Stone-Weierstrass 정리에 기반하여 Hornik.K에 의해 다층 피드포워드

신경망(multilayer feedforward neural network)은 Universal approximator가

된다는것이 증명되었다[1]. 이 연구는하나의은닉층을가지는충분히큰

신경망은원하는 정확도로주어진연속함수에근사시킬 수있음을의미한

다[1]. 한편, Stone-Weierstrass 정리는 이산함수에 대한 근사 가능성을

다루고 있지는 않다. 하지만 이산함수 관련 최근 신경망 연구 결과 중 일

부는 이산함수의 근사 가능성은 논외로 한 상태에서 단순히 연속함수의

Universal approximator에 근거한 실험을 발표하였다[2]. 또한, 대표적인

이산함수인 부울함수(Boolean function)를 계산하는 데 필요로 하는논리

회로(logic gate)의 최소개수를 제시한 아래의 Shannon 정리를 언급하지

않고 있다.

Shannon 정리[3]

There exists a Boolean function   → , on 
variables, such that any circuit to compute  requires

at least  logic gates.

본 논문에서는 먼저 신경망을 이용한 연속함수의 근사 가능성을 실험적

으로 분석하여 신경망이 Universal approximator임을 검증한다. 다음으

로이산함수의 경우에는연속함수와다르게신경망을 이용한근사가능성

이성립하지 않을수있음을구체적인 예를통하여입증한다. Shannon 정

리에나타난 대표적이산함수인부울함수는신경망으로 근사시킬때필요

로 하는 논리회로의 최소 개수가 필요하다. 이에 근거하여 부울함수의 신

경망 구현에필요한 논리회로의개수를 산정하여, 이산함수는 연속함수의

경우와 달리 신경망을 이용한 Universal approximator와 같은 근사 가능

성이 보장될 수 없음을 실험을 통하여 확인한다.

Ⅱ. 연속함수 및 이산함수의 신경망 근사 실험

본절에서는신경망 구조에 따른연속함수및 이산함수의 근사가능성을

확인한다. 실험은 Windows 10 운영체제, Python 3.7.5 버전, Keras 2.3.1

버전에서 진행한다.

2.1. 실험 환경

학습

데이터

연속함수

입력값

 범위의 실수값을 랜덤하게

150개 추출
이산함수

입력값
0 또는 1을 랜덤하게 150개 추출

테스트

데이터

연속함수

입력값

 범위의 실수값을 랜덤하게

50개 추출
이산함수

입력값
0 또는 1을 랜덤하게 50개 추출

에폭 수 1,000
실험 차수 1차 2차 3차
노드 개수   

표 1. 실험 데이터 수집 및 하이퍼 파라미터 설정

표 1은 신경망의 연속함수 및 이산함수에 대한 근사 가능성을 실험하는

데 필요한 학습과 테스트 데이터 수집, 신경망의 하이퍼 파라미터(hyper

parameter)를 정리한 것이다. 실험은 완전 연결 신경망(fully connected

neural networks)을 사용한다. 높은 근사정확도를가지는최소에폭의수

가 1,000임을 실험적으로 확인하여 에폭의 수를 1,000으로 설정하였다. 다

항식인   을 근사시키고자 하
는 연속함수로 설정한다.
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이산함수는   →인 8-비트 입력에 1-비트 출력값을 가지는
비선형 함수로  ∙ ⊕로 표현되며, 추가적인 설명은 아래
와 같이 서술한다.

Ÿ 는 이

진 벡터        로 표현되며, 가 ≤ ≤ 일
때. ∈ 이다.  는    상에서에 대한 역원을 의미한다.

Ÿ 는        이며, ⋅은내적(inner product)을의미한다.
신경망에 의한 연속함수와 이산함수의 근사 가능성을 공정하게 비교해

보기 위하여 실험에 필요한 파라미터를 동일하게 설정한다. 이산함수는

Shannon 정리에 근거하여 적어도 이상의 논리회로를 사용해야
하므로, 100개 이상의 노드 수를 사용한다. 연속함수에 관한 Universal

approximator는 노드 수에 대한 대조군이 정의되지 않아 가변적으로 실

험을 진행한다.

2.2. 실험 결과

본 실험은 연속함수와 이산함수의 근사실험 결과를 공정하게 비교하기

위하여 동일하게  노름 값의 제곱으로 오차를 계산한다.  노름 값의
제곱에 대한 식은 다음과 같다.

     
이때, 은테스트데이터의개수를의미하며 는정답레이블, 는예측
된 값을 의미한다. 이산함수에 대한 오차는 전체 비트에서 잘못 예측한 비

트의비율을계산하기위해 0 또는 1로반올림을해준뒤, 오차를계산한다.

1) 연속함수에 대한 신경망 근사 실험

실험 차수 1차 2차 3차
오차값× 2.49 1.09 8.10

표 2. 연속함수 근사 실험에 따른 오차

학습 결과 구축된 신경망 함수의 출력값과 연속함수인 결괏값의
차이에 대한  노름 값을 오차로 정의하여 얻은 결과가 표 2에 나타나
있다. 1차와 2차실험의결과를통해노드의수가증가할수록오차가감소

하여신경망으로 구축된함수가주어진연속함수에 높은정확도로근사함

을 확인하였다. 한편, 3차 실험에서는 단순한 함수에 비하여 상대적으로

너무 많은 노드가 사용됨으로써 과적합(overfitting) 현상이 발생한 경우

이므로 신경망에 의한 근사는 적절한 노드 수의 설정이 필요하다는 사실

을 발견할 수 있다.

2) 이산함수에 대한 신경망 근사 실험

실험 차수 1차 2차 3차
오차율(%) 62% 42% 58%

표 3. 이산함수 근사 실험에 따른 오차율

부울함수 값과 신경망으로 근사시킨 함수의 출력 비트값이일치하
지않은 비율을오차율로정의하여나타낸결과가표 3에 나타나있다. 실

험 결과에 나타난 오차율은 50% 근방에 흩어져 있음을 알 수 있다. 이는

0과 1을 무작위로 추출하는 랜덤한 부울함수의 오차율과 유사하여, 주어

진부울함수인 를신경망으로얻은함수가전혀근사하고있지않음
을 알 수 있다. 또한, 에폭 수를 변경하여실험을 진행하여도 정확도가 개

선되지 않음을 확인하였다.

Ⅲ. 신경망에 의한 이산함수의 근사 가능성

연속함수 및 이산함수의 실험 결과를 기반으로 신경망에 의한 이산함수

의근사 가능성에관하여 고찰해보자. 표 2와 표 3의 2차실험에서에폭별

연속함수와 이산함수의 오차를  노름으로 통합하여 계산한 결과는 그
림 1에 나타나 있다. 학습이반복될수록연속함수의오차는 0에 수렴한다.

한편, 이산함수의 손실은 0에 수렴하지 않고 25 근처로 계산된다. 부울함

수에 대한 50개의 입력에 대한 함숫값 중에서 절반정도가 다르게나옴을

의미하여신경망으로근사시킨 함수가랜덤함수와별반다르지 않음을알

수 있다. 그러므로 이산함수의 신경망에 의한 근사는 연속함수와는 다른

방식으로 접근해야 할 것으로 보인다.

그림 1. 실험2의연속함수와이산함수의 검증손실

IV. 결론

본 논문에서는 하나의 은닉층을 갖는 신경망을 이용한 연속함수와 이산

함수에 대한 근사 가능성을실험적으로분석하였다. 연속함수를 근사시킨

결과는 높은 정확도로 근사하였기 때문에 신경망이 Universal

approximator임을 실험적으로 확인하였다. 한편, Shannon의 정리를고려

하여연속함수와동일한 조건으로이산함수를근사시킨결과는 낮은정확

도를 보였다. 따라서 신경망을 이용한 이산함수의 근사는 연속함수와는

다른 방식으로 접근해야 할 것으로 보인다. 향후 연구로 신경망을 이용하

여 이산함수인 암호의 평문을 복구하는 연구 결과를 검토하고, 신경망을

이용한 이산함수의 근사 방법을 주제로 연구할 예정이다.
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